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II. Definition und Erweiterung eines elementaren Inte- 
gralmahes fur Funktionen eines (0; v, A; - )-konvexen 
Kegels Ka(A ; p). 
$ 3. L(A) sei die Klasse aller nicht-negativen endlichwertigen Funk- 
tionen, definiert in den Punkten der Menge A ; sie ist als ein (0 ; v, A ; - )- 
konvexer Kegel aufzufassen [vergl. die Bedingungen lo-4” (mit R anstatt 
a,) im ersten Absatz von Q 11. Betrachtet werden nur solche Z(A), die 
einen Teilkegel Kc(A ; 1~) gem&l3 nachfolgender Definition enthalten. 
Definition. KO(A; p) sei ein (0; v, A; - )-konvexer Teilkegel von 
Q(A), dessen Funktionen auf A beschrtinkt sein und ein nicht-negatives, 
beschrankt additives und positiv homogenes (elementares) Ma13 ,u haben 
sollen, mit ,u(O) = 0, p(cA) #O und end&h; dabei seien die nachfolgenden 
Bedingungen I., II., III. und IV. erfullt. 
I. fiir f, g KO(A; /4): P(f+9)=P(f)+&7)=PL(f vd+AfAg); 
II. fur f, g KO(A; p) und fhg: Af-d=Af)-Ad; 
III. zu jedem f E Kc(A ; p), $ 0 auf A (also insbes. CA) gehore eine 
abzahlbare Menge P(f) von positiven Zahlen so da13 fiir jedes positive 
y $ P(f) die zugehorige Teilmenge A(f 2 y) von A eine charakteristische 
Funktion cA(fhy) mit Ma13 /A haben ~011. Bei S (endliche) obere Grenze 
von f auf A, und S’ > S, wahle man die Teilungspunkte yj (i= 1, . . ., YL - 1) 
von (0, S’) $ P(f), und mit 
o=yo<y1<... < yn-1 < yn = S’. 
Bei 6 > 0 die grijfite der Intervallangen (yf - yj-1) (i= 1, . .., n - 1) ,dl nun 
immer folgende Formel gelten : 
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Bemerkungen. 1. Die Teilmengen von A mit charakteristischer 
Funktion in Ko(A ; 1~) bilden eine Mengenalgebra (bei den Notationen 
U, n, - fur Summe, Produkt und Differenz). 
Denn mit I. folgt, bei cd und c3 E @(A; p), 
wiihrend aufierdem, mit II., 
2. Aus 2 C A, cd E Ka(A; ,u), ,a(cz) #O folgt bei jedem f E @(A; p) die 
Existenz einer positiven Zahl N mit f (2) 5 N. c,-(z) in jedem Punkt x: E 2, 
also f 5 N + cd auf 2. Dadurch ist, fiir die Funktion fa, welche auf 2 mit f, 
auf A -2 mit 0 zusammenfallt, 
fz,-=f A (N-c,-) auf A, also f,- E Ko(A; p); 
die zu Ko(A ; ,u) gehiirende Punktion f; fdlt auf ,ii mit f, auf A -2 mit 0 
zu-sammen. 
9(B) sei der aus R(A) hervorgehende (0; v, A; -)-konvexe Kegel von 
Funktionen f, mit eingeschranktem Definitionsbereich 2; Ko@; p) sei 
der (0; v, A; -)-k onvexe Teilkegel von R(B), dessen Funktionen aus den 
fz E KO(A ; p) (siehe oben) hervorgehen durch Einschrankung ihres Defi- 
nitionsbereiches zu 3. Vorausgesetzt wird dal3: 
IV. fiir jede Punktion fa E Ko(A; ,u) und ihre gleichbexeichnete Ein- 
schrdnkung (f,-) E KO(6; p) die zugehiirigen Werte von p immer xusammen- 
fallen. 
Neben den Eigenschaften I., II., III. von Ko(A; ,u) lassen sich fur 
KO@; p) die nac hf 1 o ge nden korrespondierenden Eigenschaften ableiten : 
1,. fGr fz, g,- E K”@; P): p(f~+g~)=p(fJ+p(g~)=p(f~ v gL)+ 
+ P(fz * ga) ; 
II,. fiir f,-, gz E K”@; p) und f&gx: cU(f~-g~)=~(f~)-lu(g,-); 
III,. zu jedem fJ E KO(B; p), $ 0 auf 2 (also insbes. ca) gehijrt die- 
selbe abzahlbare Menge P(f) von positiven Zahlen wie unter III. zu f, 
so da13 fur jedes positive y $ P(f) d ie zugehijrige Teilmenge B(f,-Z y) von 
2 eine charakteristische Funktion cz(f6 2 y) mit MaB p hat, Bei S (endliche) 
obere Grenze von fz auf 2 und S’ > S wahle man die Teilungspunkte ye 
von (0, S’) 4 P(f), und mit 
o=yo<y1<... < yn-l < yn = S’. 
Bei 6 gr%te Lange der Teilintervalle ist nun immer: 
Beweis. Folgt aus den Eigenschaften I., II. und III. von fA, gA in 
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KO(A ; ,u) ; man beachte da13 fl, gZ und 0 in den Punkten von A - 2 zu- 
sammenfallen, und da13 ,u(c,-) #O ist. 
Definition. Die Funktionen von 9(A), deren jede in den Punkten 
von A 5 eine der Funktionen von K’+4 ; ,u) ist, bilden einen (0 ; v, A ; - )- 
konvexen Teilkegel &(A) ; fiir jedes Element (Funktion) f e &(A) sei 
ma(f) = untere Grenze der ,u(g) mit g E KO(A ; ,u) ; f 5g 
(d.h. f(z) rg(z) fiir jedes II: E A). 
Somit ist ,U(CA) #O und endlich; KO(A; ,u) & R,(A) g R(A); &(A) ist 
erblich in R(A), d.h. aus f’ E R(A), f E &(A) und f’5;f folgt such f’ E &(A). 
Satz. Ftir m0 und a,(A) wie in letzter Definition sind die Axiome 
lbi*, 2”-60 ($8 1, 2) beweisbare Sgtze. Mit dem zugeharigen Kegel K(A) 
(wie in Q l), dessen Elemente hier auf A beschrgnkte Funktionen sind 
(somit ist hier K(A) - K*(A) ($2)), ist KO(A ; p) & K(A) L R,(A), w&rend 
fi.ir jede Funktion f E Ko(A; p) gilt 
m(f) = mow =Af) ; 
(K(A)Im 3 ~20) i t s eine Erweiterung von (@(A ; ,u)Ip). 
Beweis. Die Ableitung der im Satze genannten Axiome als beweis- 
bare S&tze fiir m0 und 9,(A) verl8;uft wie folgt. 
Nach Voraussetzung ist p(c~) #O und endlich, also nach obiger Definition 
such mO(c~) #0 und endlich. Das liefert (mit der Definition in $ 1 und 
der obigen Definition von mo, welche zur mo-Mefibarkeit von CA fiihren 10)) 
Axiom lbi* fiir llzo und CA. 
0 E KO(A; p) mit ,u(O) = 0. Also such mO(0) = 0, wobei 0 E &(A). Aus 
w E ,&(A) folgt nun mO(w) =m’J(w A 0) +mO(w - w A 0), also ist (nach 
Definition in Q 1) 0 mo-mel3bar. D.i. Axiom 2” fiir ~6’ und &(A). 
Aus der Definition von w&’ und f, g E &(A), f5g folgt mO(f)I;mo(g). 
D.i. der erste Teil von Ax. 3” fiir ~0 und &(A). Der zweite Teil des 
Axioms folgt analog. 
Dal3 aus f E Ko(A; p) folgt f mo-mefibar in Q,(A), also E K(A), 19I3t sich 
wie folgt ableiten. 
Aus w E !&(A) (mit endlichem mO(w)) folgt, bei E>O, die Existenz eines 
zz E Ko(A; p) mit ~18 und ,u(65)-~<mO(w)i;,u(@), wodurch: 
m”(W Af)+TT&“(W-W Af)+(fi? A/)+/@-- Af)=&-8)<T7%“(W)+E, 
also, bei E --f 0, 
(10) ni”(W A f) + m”(W - W A f) sT??/“(W). 
10) F&r den Beweis vergleiche die Ableitung von ,,a &-m&bar in 9X bei a E W’ 
in der Arbeit in diesen Proceed. A, 73 (1970), S. 361-375, spez. S. 368. Oder hier 
von (10) und (llbb). 
20 Indagationes 
298 
Bei WJ (i= 1, 2) E R&4), wodurch mO(q) wieder endlich, folgt, bei E> 0, 
die Existenz von korrespondierenden fly E Ko(A ; ,u) mit V~ 5 gj und p(@,) < 






(11”‘s) myw)=myw A f+(w-W A f)]SmO(w A f)+mO(w-w A f). 
(10) und (1 lb’*) liefern die Gleichheitsrelation, aus welcher f E K(A) folgt. 
Mit der Definition im Anfang dieses Par. folgt unmittelbar Ax. 4’ 
(siehe such (11)); ebenso Ax. 5” unter Anwendung von mO(g) =p(g) fur 
die g E Ks(A ; 11). 
Der Beweis von Ax. 6” ist langwieriger; wir konnen uns hier jedoch 
dazu beschranken auf die Betrachtungen auf den Seiten 202-209 ($Q l-6) 
der Arbeit: Nethoden zur Erweiterung won beschrtinkt a&&Gwen Produkt- 
mapen u.s.w., diese Proceed. A, 74 (1971), insbes. die Satze auf S. 208 
u. 209, hinzuweisen, wo bei etwas abweichenden Notationen Ax. 6” unter 
den Bedingungen des obigen Satzes bewiesen wird. 
Die weiteren Behauptungen des Satzes folgen leicht. 
B eispiel . A sei das rechtsoffene lineare Interval1 [a, b), R(A) der 
Kegel der nicht-negativen endlichwertigen Funktionen auf A, Ks(A ; 1~) 
der Teilkegel von a(A), dessen Funktionen Treppenfunktionen auf A sind; 
jede solche Funktion f hat einen konstanten Wert auf einer jeden von 
endlich vielen rechtsoffenen disjunkten Intervallen [q’(f), q”(f)), mit 
Summe [a, b). Das elementare IntegralmaB p(f) sei nun gleich 2~) f@,‘(f)). 
- {q”(f) -q’(f)} gesetzt. D ann bilden die iiber [a, b) Riemann-integrierbaren 
Funktionen die Erweiterung dieser Treppenfunktionen gem&B dem vor- 
angehenden Satz, und ist das zugehijrige MaB m 3 ms der R.-integrier- 
barren Funktionen der Wert des gewijhnlichen Riemann-Integrals iiber 
[a, b). 
11*. Erweiterung eines elementaren IntegralmaBes fur 
Funktionen eines (0; v, A; - )-konvexen Kegels KO(A ; p) 
mittels des inneren IntegralmaBes. 
5 3*. .@(A) und Ko(.4 ; ,u) seien wie in $ 3, Anfang. 
Definition. Die beschrankten Funktionen von $?(A) sind jedenfalls 
L 0 ; sie sind dieselben wie in der zweiten Definition von 5 3 und bilden 
somit wieder den (0 ; v, A ; - )-k onvexen Teilkegel ,& (A ) j ener Definition ; 
fiir jedes Element (Funktion) f E R,(A) sei 
ma(f) =obere Grenze der p(g) mit g E Ka(.4 ; 11) ; g $ f 
(d.h. g(z)$f(s) fur jedes z E A). 
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Somit ist I ~0 und endlich; KO(A; p) 2 &(A) g R(A). 
Satz. Fur ma und &(A) wie in letzter Definition sind die Axiome 1 *b@, 
2*-6* ($Q l*, 2*) beweisbare Satze. Mit dem zugehorigen Kegel E(A) 
(wie in $ l*), dessen Elemente hier auf A beschrankte Funktionen sind 
(somit ist hier E(A) 3 R*(A) (Q a*)), ist K”(.4; 1~) 2 R(A) 2 a,(A), 
wahrend fur jede Funktion f E Ko(A; p) gilt 
m(f) = mom =A/); 
(K(A)lm E mo) ist eine Erweiterung von (&?(A ; p)jp). 
Beweis. Die Ableitung der im Satze genannten Axiome als beweis- 
bare Satze fur WLO und Z,(A) verlauft wie folgt. 
Nach Voraussetzung ist ,u(cA) #O und endlich, also nach obiger Definition 
such HO #O und endlich. Das liefert (mit der Definition in 8 l* und 
der obigen Definition von ma, welche zur ma-MeBbarkeit von CA ftihren) 
Axiom l*bis fiir W&O und CA. 
0 E Ka(A ; ,u) mit ,u(O) =O. Also such ma(O) = 0, wobei 0 E &(A). Aus 
w E &(A) folgt nun q,(w) =ms(w A 0) +mo(w-w A 0), also ist (nach 
Definition in Q l*) 0 mo-meBbar. D.i. Axiom 2* fiir mo und &(A). 
Aus der Definition von mo und f, g E R&l), fzg folgt ma(f) sma(g). 
D.i. der erste Teil von Ax. 3* fiir mo und &(A). Der zweite Teil folgt 
analog. 
Da13 aus f E @(A; ,u) folgt f mo-mel3bar in R&4), also f E x(A), la& 
sich wie folgt ableiten. 
Aus w E Ra(A) (mit endlichem ma(w)) folgt, bei E > 0, die Existenz eines 
zz E Ka(A ; cl) mit @ & w und p(C) 5 ma(w) < ,u(@) + E, wodurch: 
mo(w /\f)+mo(w-w Af)2p(@ Af)+p(t3-8 hf)=p(fq>mo(w)--5, 
also, bei E + 0, 
(lo*) mo(W A f) +mo(W - W A f) zmo(W). 
Bei q (i= 1, 2) E S?,(A), wodurch ma(q) wieder endlich, folgt, bei E> 0, 
die Existenz von korrespondierenden 55 E KO(A ; ,u) mit 4 5 vj und ,u(Q) > 





(ll*“i*) mo(w)=mo[w A /-(w-W Af)]>=mo(W Af)+mo(W-W A/). 
(lo*) und (ll*bi*) liefern die Gleichheitsrelation, aus welcher f E E(A) 
folgt . 
Mit der Definition im Anfang dieses Par. folgt unmittelbar Ax. 4* 
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(siehe such (lo*)); b e enso Ax. 5* unter Anwendung von mo(g)=p(g) fiir 
die g E @(L-I ; p). 
Der Beweis von Ax. 6* ist langwieriger; wir konnen uns hier jedoch 
dazu beschranken auf die Betrachtungen auf den Seiten 209-213 (@j 7-10) 
der Arbeit: Methoden zur Erweiterung von beschriinkt additiven Produkt- 
mapen u.s.w., diese Proceed. A, 74 (1971), insbes. die in 0 10 (S. 213) 
angegebenen Satze, hinzuweisen, woraus bei etwas abweichenden Nota- 
tionen Ax. 6* unter den Bedingungen des obigen Satzes hervorgeht. 
Die weiteren Behauptungen des Satzes folgen leicht. 
Be i sp iel . Folgt aus dem Beispiel des vorigen Par. durch dnderung 
von m = m” in m 3 mo. 
Allgemeine Bemerkung zu den Kapiteln II. und II*. 
Satz. R(A); KO(A;p); &(A) seien wie in Q 3, Anfang. Dann fiihrt 
3 3, Definition mit Satz zu einem fiir die Elemente von &(A) definierten 
aul3eren Ma13 ms. Darauf fiihrt der erste Absatz der ,,Allgemeinen Be- 
merkung zu den Kapiteln I. und I*.” zu dem fur Funktionen von Z@(A) 
zu ms adjungierten inneren MaD mo. 
$ 3, Definition und Satz fiihren in anderer Weise ebenfalls zu einem 
fur die Funktionen von $?,(A) inneren Ma@ das hier vorlaufig durch mo* 
angedeutet sei. 
Sind nun mo und mo* fur die Funktionen von &(A) identisch 1 Die 
Antwort ist affirmativ. 
Beweis. Aus f E R&4) folgt die Existenz einer Funktion g L f, E K(A) 
(Q 3, Satz), wodurch nach der ,,Allgemeinen Bemerkung zu den Kapiteln 
I. und I*.” mo(f)=mo(g)-mO(g-f). Es gibt (5 3, Def. u. Satz) eine fest 
zu wahlende Funktion @l g, E Ks(A ; p), somit such E K(A), mit endlichem 
,@) =mO(g), wodurch ebenfalls ma(f) =mO(fl) -mO(g- f) =,L@ - untere 
Grenze aller ,u(li) mit L E @(A ; ,u), S-f IF, 5 Q, oder = obere Grenze aller 
,@--A) mit 8-L E KO(A; ,Y), =(f. Daraus folgt, mit ma*(f) die hier gewahlte 
Notation fur ma(f) im Sinne von 5 3*, Def., da13: mo(f)Imo*(f). 
Umgekehrt, ausgehend von mo* (5 3*, Def. mit ms* andere Schreibweise 
fur mo) ist: 
mo*(f)=obere Grenze aller p(f) mit flf, E Ko(A; p). 
Es gibt eine fest zu wahlende Funktion S E Ko(A ; ,LJ) mit S&f. Dadurch 
ist ma*(f) = obere Grenze aller [L&) -,L@-p)] mit $5 f, E KO(A ; ,u), oder 
=,L@ - untere Grenze der ,L@-$). 
Da bei veranderlichem f immer g-jkg-f ist, ist mO(g-f)Iuntere 
Grenze der ,~@-f), wodurch 
mo*(f)Sm”(fl) -mO(J- f) = (9 1, Def.) ma(f). 
Erreicht wird: mo*(f)=mo(f); mo und mo* sind somit fiir die Funktionen 
von R,(A) identisch. 
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Bemerkung . Ein analoges Resultat wie im eben bewiesenen Satz 
la& sich formulieren bei Vertauschung von iiuflerem und innerem MaJ3. 
Nach dem Haupttext bei F&n. 8 ist ms(f).=m,-,(f) notwendig und hin- 
reichend zur ms- und ms-MeDbarkeit (Integrierbarkeit) einer Funktion 
f E %‘,(A) ; dies zusammen mit dem obigen Satz liefert unmittelbar : 
Bei jedem elementaren Integral(mafl) fiir Funktionen eines (0 ; v, A ; - )- 
konvexen Kegels KO(A ; ,u) fallen die Integralerweiterungen von (KO(A ; ,u) jp) 
gem&J? den &&en in 9 3 und $ 3*, (K(A)jm z mo) bzw. (E(A)lm 3 ms), 
.mksammen. 
Eine gleichartige Behauptung folgt nun such (mit Q 3, Bern. 2) fur jede 
p-mel3bare T ‘1 ei menge A’ von A mit ,u(A’) #O. 
III. Eine dritte Methode zur Erweiterung von beschrankt 
additiven IntegralmaBen. 
5 4. In einem abstrakten Raum X seien mehrere (ev. abzahlbar un- 
endlich viele) disjunkte Mengen A! enthalten, mit zugehorigem elemen- 
tarem Integralmafi (Ko(Aj ; ,q) 1,~) nebst Integralerweiterung (K (A,) Im;r) , 
sowohl im Sinne des Satzes von Q 3 wie des Satzes von 0 3*; fur jedes j 
ist somit ,q(c.+) = mj(c+) #O und endlich, und ist jede Funktion des Kegels 
K(Af) beschrankt mit (endlichem) Ma13 rnj. 
Einer im ganzen Raum X definierten, endlichwertigen, nicht-negativen 
(beschrdnkten oder unbeschrankten) Funktion f sol1 ein IntegralmaLl mx(f) 
zugewiesen werden, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 
lo die Funktion fj, definiert in den Punkten von A3 und daselbst mit 
f zusammenfallend, hat ein Ma13 mj(fj) ; 
2’ die Summe 2~) mj(f,) ist endlich. 
Dann sei 
mdf) = C m;r(fd 
(i) 
Bemerkungen. 1. Diese Funktionen f bilden einen (0; v, A; -)- 
konvexen Kegel K(X; mx) iiber X mit nicht-negativem, beschriinkt- 
additivem und positiv homogenem IntegralmaB mx. 
2. Bei X- &j A, nicht leer ist der Wert von mx(f) dennoch immer 
unabhangig von den Werten von f in den Punkten von X- &J Al. 
3. Einer auf einer Teilmenge X* von X definierten, nicht-negativen, 
endlichwertigen Funktion fx* sol1 ein Integralmao rnx* tiber X* zuge- 
wiesen werden gleich dem existierend vorausgesetzten IntegralmaB mx 
iiber X einer Funktion f = fp in den Punkten von X*, = 0 in den Punkten 
von X-X*. 
Nahere Ausarbeitungen dieser Bemerkungen, ev. unter Benutzung von 
Betrachtungen wie in der Arbeit : Methoden zur Erweiterung von beschr&nkt- 
additiven ProduktmaPen u.s.w., diese Proceed. A, 74 (1971), S. 201-221, 
insbes. S. 213-215, seien hier nur angedeutet. 
(Fortasetzung folgt) 
